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Mdé& dau

Chuyeén dé tich phan c6 vi tri rat dic biét trong toan hoc, né khong nhitng 1a doi
tugng nghién ctiu trong tam ctia gidi tich ma con 1a cong cu dac luc trong 1y thuyét ham
s6 va cac ing dung liéen quan. Ngoai ra, ban than phép tinh tich phan con dugce stt dung
nhiéu trong vat ly, thién van hoc, co hoc, v hoc,...nhu mot giai phap httu hiéu ciia cac
mod hinh toén hoc cu thé.

Trong cac ky thi hoc sinh giéi Toan quodc gia, Olympic Toan sinh vién thi cic bai
toan lien quan dén tich phan ciing hay duge dé cap va duge xem nhu 13 nhitng dang
toan loai kho.

Ly thuyét va cac bai toan ve tich phan da dugc dé cap & hau hét cic gido trinh co
ban ve giai tich. Tuy nhién, cac tai lieu hé thong vé phép tinh tich phan cho 16p ham
da thiic va phan thitc nhu 1& mot chuyén dé chon loc cho gido vién va hoc sinh cudi bac
trung hoc pho thong va sinh vién cac trusng ki thuat thi chua c6é nhiéu, chua duge he
thong day du.

Dé dap tng cho nhu cau boi dudng gido vien va boi dudng hoc sinh gidi vé chuyen
dé phép tinh tich phan va tng dung, tac gia chon dé tai luan vin "Dang thic, bat ding
thiic tich phan trong 16p da thiic va phan thitc hitu ty va mot s6 dang toan lién quan"
nham cung cap mot s6 tinh chat co ban ctia tich phan ham mat bién va cho phan loai
cic dang toan ting dung lien quan dén da thitc va phan thiic.

Muc dich ctia dé tai luan van la nham khao sat mot s6 dang toan vé dang thic va
bat dang thiic chita tich phan trong 16p da thitc va phan thiic hitu ty va xét mot sé ap
dung trong céc bai toan cyc tri, khdo sat phuong trinh, bat phuong trinh da thic va
phan thic lién quan.

Luan van gom phan md dau, két luan va 4 chuong.

Chuong 1. Cac dang thiic va bat déang thiic tich phan co ban

Chuong 2. Cac dang thiic v bat dang thiic tich phan trong da thic

Chuong 3. Cac dang thitc va bat ding thic tich phan trong 16p phan thiic

Chuong 4. Mot s6 dang toan lién quan

Tiép theo, trong cac chuong déu trinh bay mot hé thong bai tap, ap dung gidi cac
dé thi Hoc sinh giéi va Olympic lién quan.



Chuong 1. Pang thitc va bat dang thiic

tich phan co ban

1.1 Céac dong nhat thic tich phan

1.1.1 Tinh chat cd ban cia nguyén ham

Ta sit dung ki hiéu 7(a,b) 1a mot khoang (a,b), mot doan [a, b] hay nita khoang (a, 0]
hoac [a,b) trong cac dinh nghia, dinh li,..ctia ndi dung nay.

Dinh nghia 1.1 (xem [1-3]). Cho ham s6 f(z) xac dinh trén I(a,b). Ham s6 F(z) duge
goi 1a nguyén ham ctia ham f(z) trén I(a,b) néu ham s6 F(z) lién tuc trén I(a,b), c6 dao
ham tai moi diém z thuoc I(a,b) va

F'(z) = f(x), Vx € I(a,b).

Cha y 1.1. Trong trudsng hop I(a,b) = [a;b], cac dang thitc F'(a) = f(a), F'(b) = f(b)
duce hiéu 1a

Fl(a) = lim_ W,
P = lig S

Dinh 1y 1.1 (Ve sy ton tai nguyén ham). Moi ham s6 lién tuc trén I(a, b) déu ¢6 nguyeén
ham trén /(a,b).

Dinh Iy 1.2.
1) Néu ham s6 f(x) ¢6 nguyén ham F(z) trén I(a,b) thi trén I(a,b) né c6 vo s6 nguyén
ham.
2) Hai nguyen ham bat ki clia cing mot ham cho trén I(a, b) 1a sai khac nhau mot hang
s6 cong.

Tu Dinh 1i 1.2, ta thidy néu F(z) 1a mot nguyén ham ctia ham s6 f(z) trén I(a,b) thi
moi nguyén ham ciia f(x) trén I(a,b) déu c6 dang F(z)+C, v6i C € R. Vay F(z)+C, C €
R 1a ho tat ci cidc nguyén ham cta f(x) trén I(a,b).
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Ho tat c& cac nguyén ham ciia f(z) trén I(a,b) duge ki hieu 1a [ f(z)dz. Vay
/ f(x )+ C, CeR

Dinh 1y 1.3 (Tinh chat clia nguyén ham).

(/f ) (@), it) d (/ f(w)dx) = f(x)dz,

i) [ dite) = fw)+ .

Dinh ly 1.4 (Quy tic tim nguyén ham).

) [ =r [ fa 20,
i) /f()+g d:v—/f dx+/<>d
iif) /f da:_/f

trong d6 = = ¢(t) c6 dao ham lién tuc.
iv) Quy tdc lay nguyeén ham timg phan

/udv:uv—/vdu,

trong d6 u = u(z),v = v(z) 12 nhiing ham s6 c¢6 dao ham lién tuc.

1.1.2 Mot s6 tinh chat ctia tich phan xac dinh
Ta nhéc lai dinh nghia tich phan xac dinh ctia mot ham s6.

Dinh nghia 1.2. Cho ham s6 y = f(z) x4c dinh trén doan [a;b]. Chia doan [a;b] thanh
n doan nhé bdi cac diém chia z;(i = 0,...,n):

a=xp <1 <To<T3< < Tp_1<xp=>0

(Mbi phép chia nhu thé duge goi 1a mot phép phan hoach doan [a;b], ki higu 1 I1.)
bat Ax; = z; — 2,1 va din = maxAz;, 1<i<n,

Trén mdi doan [z;_1; ], ta lay mot diem tuy ¥ &(i = 1,...,n) va lap tong
n
on =Y f(&)Ax;. (1.1)
i=1

Téng (1.1) duge goi la tong tich phan ctia ham sé f(z) ing véi phép phan hoach II.



Néu gidi han

n
= li = i )Az;
S o= lim ; f&)Aw;
ton tai, khong phu thudc vao phép phan hoach doan [a;b] v& cach chon diém & thi gisi
han dé dugc goi la tich phan xac dinh ctia f(z) trén [a;b] va ki hi¢u la

d(n)—>

b n
I= /f(:z:)d:v = hmogf(fi)Axi.
Khi d6 ham f(z) dugc goi la kha tich trén doan [a;b)].

Chi y 1.2. Tich phan xac dinh khong phu thuoc vao viéc lira chon bién lay tich phan:

/bf(x)dx:/bf(t)dt.

Cht ¥ rang dé tinh dién tich "hinh thang cong", ngudi ta xap xi phan dugc gisi han
bdi mot duong cong cho trude nhd céc tong xac dinh va da tim dude dién tich chinh
xéac bing cach thiét lap giéi han clia cac tong dé. Sau d6, ta tim gia tri bang s6 clia gidi
han nay trén cd sd sit dung dinh li co ban vé cac phép tinh gi6i han.

Dé ¥ rang, néu f(x) la lién tuc trén [a; b] thi ta c6 déng thic

b

n b
im Yy flar) Ay = /f(x)dx = F(z)| =F(®) - F(a). (1.2)
k=1 o

max Azk —0 a

trong d6 F(x) la mot nguyén ham nao dé6 cua f(x).

Cé6 nhiéu dai luong khac ctia hinh hoc, vat li, ...ciing c6 thé khao sat duge bing
phuong phap nay nhu thé tich, do dai, dién tich mit ciing nhu cac dai lugng vat li co
ban nhu cong sinh ra béi mot luc bién doi tac dong tit mot khoang cach cho trude. Trong
moi truong hop nhu vay, qua trinh nay thyc hién phép chia khodng bién thién doc lap
thanh cac khodng nho va dai luong dang xét dude tinh gan ding bang tong tuong iing,
gi6i han ctia cac tong ay cho ta gia tri chinh xac ctia dai luong can tinh duéi dang mot
tich phan xac dinh - dugce tinh toan nhd cac phép tinh co ban.

Ta ciing thay rang nhiing chi tiét ctia qua trinh tinh giéi han cta téng duge thuc
hien dé tim dién tich du6i dang duong cong khong nhat thiét phai lip lai dé tim cac
dai luong tuong tur khac. He thong cac ki tu dude sit dung 1a phic tap va lap di lap lai
nhiéu lan gay tré ngai cho tinh toan.

Tiép theo, ta xét mot sd phuong phép co ban st dung dé tinh tich phan xac dinh.
Trong thuc hanh, ta dic biét chd ¥ dén mot s6 16p cac ham kha tich don gian va dé
nhan biét sau day:
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Ham s6 y = f(z) lien tuc trén doan [a;b] thi kha tich trén doan do.

Ham s6 y = f(z) bi chan trén doan [a;b] va chi c6 mot s6 hitu han diém gidn doan

thi kha tich trén doan do.

Ham s6 y = f(x) bi chan va don diéu trén doan [a;b] thi kha tich trén doan do.

Nhan xét rang c6 mot moi lien hé mat thiét gitta tich phan xac dinh va nguyén ham.

Dinh 1y 1.5 (Ve tinh kha tich ctia ham s6). Néu ham s6 f(x) lién tuc trén doan |[a, b]

thi n6 kha tich trén doan [a, b].

Dinh 1y 1.6. Néu f(z) va g() lien tuc trén doan [a,b] va f(z)

la,b] thi b
/ fla)de < / g(z)dx

Dau bang x4y ra khi va chi khi f(x) = g(z).

Dinh ly 1.7 (Phép cong tich phan).

Jros frn

Dinh ly 1.8 (Phép tru tich phan).

\@

z) +g(z

/bf(w)dx— /bg(x)dx :/[f(x) ~ g(@))de.

Dinh ly 1.9 (Phép nhan tich phan véi 1 hang sb).

k:/bf(x)dx:/bkf(x)dx.

Dinh 1y 1.10 (Cong thic déo can).

a b
b/f(:v)d:n:—a/f(:v)d:n

va

< g(z) v6i moi x thudce



Dinh ly 1.11 (Cong thiic tach can).

/bf(x)dac:/cf(x)der/bf(x)dx,ce la, b].

Dinh 1y 1.12 (Cong thiic ddi bién s6). Cho ham s6 y = f(z) lién tuc trén doan [a, D]

va ham s6 z = ¢(t) kha vi lién tuc trén doan [m,M] vA min g(t) = a; max g(t)
te[m,M] te[m, M|

b; g(m) = a,g(M) =b. Khi do ta c6

b M
/ f(e)dr = / F(9(0).g'(t)dt.

Dinh 1y 1.13 (Cong thic tich phan ting phan). Gia st ham s6 u(z), v(z) kha vi lién
tuc trén [a, b], khi do

Dinh ly 1.14 (Cong thiic Newton-Leibnitz). Néu ham s6 f(x) lien tuc trén doan [a; b]
va F(x) la mot nguyén ham ctia n6 trén doan do, thi

b
b
/f(x)dx = F(x) ) = F(b) — F(a).

T Dinh 1f 1.14, ta thay ngay rang viéc tinh tich phan xac dinh tré thanh don gidn
néu xac dinh duge biéu thitc nguyeén ham tuong tng dusi dang hien.

Dé tinh tich phan x4c dinh ctia ham s6 f(z) trén doan [a;b] ta thuong tim nguyén
ham F(z) ctia n6 va dung cong thiic Newton-Leibnitz.

Trong nhiéu bai toan viéc tim nguyén ham rat phitc tap va kho khan tham chi khong
tim duge nguyén ham dudi dang hién. Vi vay, nhu cau tinh cac tich phan xac dinh khi
chua tuong minh nguyén ham tuong tng 13 mot bai toan can duge khdo sat chi tiét.
Trong nhitng truong hop do, néu biét dua vao nhitng tinh chat dic biét ctia ham dudi
dau tich phan va nhing bién doéi thich hop, ta cé thé tinh duge mot s6 dang tich phan
xac dinh.

1.1.3 Tich phan déi v6i ham chin va 1é

Tinh chéat 1.1. Néu ham s6 y = f(z) 1&, lién tuc trén [—a;a], v6i a > 0 thi

I= /af(x)dx — 0.



